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26-b) Pour x E en de norme 1, on pose pour j = 1, . .. , k
k 

Xj = (ITU-wfA))x.
l=l 
Ri-} 

Déduire de la question précédente la formule suivante
k 

¼ L[llxjll2 

- (wtAxjlxj)]= 1-(Akxlx).
j=l 

26-c) On suppose r(A) ::s;; 1. Soit 0 un réel quelconque et soit x E en un vecteur
unitaire. En écrivant l'égalité précédente pour ei0 A, montrer que la partie réellede 1 -eike (Akxlx) est toujours positive et en déduire que r(Ak) ::s;; 1.

26-d) En déduire le résultat annoncé, i.e. r(Ak) ::s;; r(A)k pour tout k E N et pourtout A E Mn(e).
D- Conjecture de Crouzeix

La conjecture de Crouzeix s'énonce comme suit : pour toute matrice A E Mn(e) et pourtout polynôme p E e[X] on a
lllp(A)III ::s;; 2IIPll'.J-{(A)· (1)

27) En étudiant l'exemple de A= ( � � ) , montrer que la constante 2 dans la conjec­
ture ne peut pas être améliorée.

28) En utilisant le résultat de la question 26), montrer que la formule (1) est toujoursvérifiée pour les monômes p(X) = Xk avec k � 0 entier. 
29) Soient A E Mn(e), z = r(A)ei0 E Ji(A) et p(X) = L%=o 

ckXk E e[X]. On suppose
qu'il existe <.p E R tel que ck = lck lei(cp-ke) pour O ::s;; k ::s;; r. Montrer que (1) estvérifiée pour le couple (A,p) considéré. 

30) Un résultat de Okubo et Ando montre que si B E Mn(e) est telle que r(B) ::s;; 1 alorsil existe une matrice inversible X vérifiant cond(X) ::s;; 2 telle que C := x-
1 BX soit une contraction.

30-a) En utilisant le résultat de Okubo-Ando, montrer que
lllp(A)III :::;; 2IIPll[l)(0,r(A))·

30-b) En déduire, pour tout disque contenant Ji(A) de borde, que
lllp(A)III ::s;; 2IIPlle •

6 


