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Le sujet explore certains modéles simplifiés de matériaux ferromagnétiques. L’idée générale
est de représenter le matériau comme une collection de petits aimants qui peuvent prendre les
valeurs +1 ou —1, et dont les interactions sont décrites par une fonction d’énergie. Le systéme
occupe une configuration donnée avec une probabilité proportionnelle & I’exponentielle de
cette fonction d’énergie. Certains paramétres du probléme peuvent étre reliés a la température
par exemple, et on étudie les propriétés du systéme en fonction de ces paramétres.

Le sujet se décompose en trois parties. Méme si ce n’est pas toujours mentionné, il est bien
stir tout a fait acceptable, pour répondre & une question, d’utiliser les résultats de questions
précédentes.

On note R ’ensemble des nombres réels et N* ’ensemble des entiers strictement positifs. On
fixe, pour toutes les parties du sujet, un espace probabilisé (2, .o, P) sur lequel seront définies
les différentes variables aléatoires. On note P[A] la probabilité d’'un événement A € &7, et
E[X] Pespérance d’une variable aléatoire X sur (Q2,.o/, P) a valeurs dans un sous-ensemble
fini de R.

Siz=(x1,...,2q) et y = (y1,...,yq) sont des éléments de R?, on note

d
Ty = Zl‘zyz
i=1

leur produit scalaire. On dit qu’une fonction f : R — R est convexe si pour tout o € [0, 1]
et tous z,y € R%, on a

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Pour tout x € R, on définit

On rappelle que lorsque n € N* tend vers l'infini, on a 1’équivalence asymptotique

n! ~v2mn <ﬁ>n.
e

Premiére partie

On fixe X une variable aléatoire a valeurs dans un sous-ensemble fini de R?. On note
X1,X5..., Xy les coordonnées de X. On définit ’application

5 R — R
' A = InE[eMX].

Plus explicitement, en notant (A1, Aa, ..., Ag) les coordonnées de A, on a donc

p(\) =InE




1. Soit g : R — R une fonction convexe, que 'on suppose dérivable en un point z € R.
Montrer que pour tout A > 0, on a

o) =9 =) L gy ¢ 9041 = ole)

2. On se donne une suite (f,)nen de fonctions de R dans R, que 1'on suppose convexes et
dérivables. On suppose également que la suite (fy,),en converge simplement vers une fonction
f:R — R. Montrer que la fonction f est convexe.

3. Donner un contre-exemple ot la fonction f n’est pas dérivable sur R.

4. On suppose que f est dérivable en un point z € R. Montrer qu’on a alors
lim £ () = f/(2).
n—oo

5. Soit g : R? — R une fonction convexe et de classe €2. Montrer qu’en tout point z € R,
la matrice hessienne de g en x est une matrice symétrique positive.

Indication : Etant donné u € R?, on pourra considérer la fonction de R dans R qui a t associe
g(x + tu).

6. Soit g : R — R une fonction de classe €2 et telle qu’en tout point z € R?, la matrice
hessienne de g en x est symétrique positive. Montrer que la fonction g est convexe.

7. Montrer que I'application ¢ (qui apparait dans la section de notations) est de classe ¢,
et que pour tous 4,5 € {1,...,d} et A € R? on a
E[X;eMX] 0%¢

oo .\ _ E[XiX;e*Y]  E[X;eMY] B[XjeM]
WM T B Y oy N T T ER N T BN e

8. Montrer que la fonction ¢ est convexe.

Deuxiéme partie

On se donne (0;);en+ des variables aléatoires mutuellement indépendantes et telles que, pour
tout 7 € N*,

P[O’ZZI] :P[Ui:—l} = —.
Pour tout N € N*, on note X&) = (01,09,...,0n); il s’agit d'une variable aléatoire a
valeurs dans R dont la premiére coordonnée est o1, la deuxiéme coordonnée est o, et ainsi

de suite.
Pour tous 3,h € R et a = (ay,as,...,ay) € RV, on définit

i=1 =1

N-1 N
Hy(B,h,a) = (Z aiai—i—l) +Banar +h Y ai,
ainsi que
Zx(B.h) = B [oxp (B (8,1, X)] . et Fi(8.h) = < In Z(5, )
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9. Pour tous h € R et N € N* montrer que Zn41(0,h) = ch(h)Zn(0,h), puis calculer
Fn(0,h).

10. Montrer que la fonction Fy : R? — R est convexe.

Pour les quatre questions suivantes, on fixe 5 > 0 et h € R.

B—h —B+h
e e
Montrer que la matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes, et que la plus grande
valeur propre, que 'on note A(8, h), est donnée par la formule

11. On pose

(B, h) = €’ ch(h) + \/e% ch?(h) — 2sh(28).

12. Pour tous s,t € R, on note Bg; = exp(f3st + hs). Montrer que, pour tout a € RY . on a

exp(Hn (B, h,a) (H By, az+1> an,a1-

13. En déduire que
Zn(B,h) = 27N tr(AN).

14. Montrer que
lim Fy(B,h) = (/\(B,h))—ln(Z).

N—+o0

15. Montrer que la fonction A : [0, +00[ x R — R est de classe €.

16. Pour tous § > 0 et h € R, on définit

(zir Z%) exp(Hy (8,h, X))

i=1

1
N(B.h) = 7 G T

Montrer que

lim mpy(B8,h) = 2ln( (,B,h)).

N—+o00 Oh

(Le terme de droite désigne la dérivée de la fonction h — In(A(B,h)), calculée en h. Pour
répondre a cette question, on pourra penser a utiliser les résultats de questions précédentes,
y compris de la premiére partie.)

17. Pour tout 8 > 0, on définit la fonction

J R = R
9/3'{ ho— In(A(B,h) — 8.

Montrer que la suite de fonctions (gg)gen converge simplement vers la fonction h — |h].



18. Identifier la limite simple de la suite (gg) gen. La convergence est-elle uniforme ?

Troisiéme partie

Comme dans la deuxiéme partie, on se donne (0;);en+ des variables aléatoires mutuellement
indépendantes et telles que, pour tout ¢ € N*,

Pour tout N € N*, on définit la variable aléatoire

1 N
SN = N Z;O—ia
1=

ainsi que l’ensemble

2 4 2
=<1, -1+ —=,—-14+—=,...,1——,15.
%N { ) + N, + N, ) N, }
Pour tous N € N* 8> 0 et h € R, on définit
1
Yn(B,h) = E [exp (BNS} + hNSN)], et Gn(B,h) = ~ DY (B, h).
Enfin, on définit la fonction I : |—1,1] — R par

1+ 1+ 1— 1-—
I(z) = 2mln( 2:6)—#— 2xln( 23:).

19. Montrer que la fonction I peut se prolonger par continuité en —1 et en 1.

20. Pour chaque x € R, calculer la probabilité de I’événement {Sy = x}.

21. Soit (uny)nyen une suite telle que pour tout N € N, on a uy € Ay, et telle que
limy 00 uy =z € ]—1,1[. Montrer que

1
li ——InP = = I(x).
ylim I PSy = un] = 1@

22. Montrer que pour tous 5 >0, h € R, et x € 4y, on a

1
Gn(B,h) > Ba® + ha + ~ I PlSx = al.

On admet que pour tous f > 0 et h € R, la quantité Gy (B, h) converge, quand N tend vers
Uinfini, vers

g(B,h) = sup (ﬁ$2 + hx — I(:z:)) .
z€[—1,1]

Pour les trois questions suivantes, on note, pour tous > 0 et h € R,

) -1,1] — R
Yeh: r — B2+ hx—I(x).
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23. Pour tous 5 = 0 et h € R, déterminer les valeurs de x pour lesquelles 1/1% p(2) < 0. (On
pourra distinguer le cas 8 € [0, %] du cas 8 > %)

24. Pour tous 8 > 0 et h > 0, montrer que la fonction g atteint son maximum en un
unique point x.(3,h), et que z.(B,h) € ]0,1[. Qu’en est-il pour h < 07

25. Pour § € [0, %], montrer que la fonction 15 atteint son maximum en zéro et uni-

quement en ce point; on pose z.(8,0) = 0 dans ce cas. Pour > %, montrer qu’il existe

z+(B8,0) € 10,1 tel que g atteint son maximum exactement en les points z.(3,0) et

—x4(5,0).

26. On fixe § > 0 et h > 0, et on se donne une suite (vy,)nen telle que lim,, o v, = h. On
suppose de plus que la limite

lim z.(8,vy)
n—oo

existe. Montrer que cette limite est z.(53, h).

A partir de maintenant, on admet que pour tout 3 > 0, Uapplication

{[0,+oo[ - R
h +w— x.(B,h)

est continue.

27. Montrer que pour tous 8 >0, et h,h' >0, on a

28. En déduire que pour tous 8 > 0 et h > 0, la fonction b’ — g(8,h’) est dérivable en h,
et que

dg B

29. Déterminer quelles sont les valeurs de 5 > 0 pour lesquelles la fonction h +— g(f3, h) est
dérivable sur R.

30. Pour tous 8 > 0 et h > 0, identifier la limite quand N tend vers I'infini de
1 1 3 N N N
—F — o; |exp | — 0;,0; +h 0
| (7)o (R e 1

(On pourra penser a utiliser les résultats de questions précédentes, y compris de la premiére
partie.)

31. Pour tous 8 > 0 et h > 0, montrer que x(3, h) satisfait I’équation

(B, h) = th(h +2B.(8, h)).



32. Montrer que

La quantité x.(B,h) peut-étre interprétée comme la magnétisation d’un matériau & tempé-
rature % soumis & un champ magnétique h. En particulier, le changement de comportement
en 8 = % met en évidence une transition de phase : une magnétisation spontanée apparait

a basse température, mais disparait soudainement quand la température dépasse un certain
seuil.



